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Resume 

Pour etudier la cohomologie de Hochschild d’algebres triangulaires T, nous constru- 
isons une suite spectrale, dont les termes sont parametres par la longueur des trajec- 
toires du carquois associe a T, et qui converge vers HH*(T). Nous en explicitons les 
composantes, et les differenticlles au premier niveau qui s’ecrivent comme des sommes de 
produits cup. Dans le cas n = 3, nous etudions les proprietes de la differenticlle au niveau 
2. Enfin, nous appliquons ces resultats a l’algebre des chemins d’un carquois sans cycles 
orientes et les relions a des resultats anterieurs sur l’algebre d’incidence d’un complexe 
simplicial, et plus generalement sur l’algebre des morphismes de certaines categories. 


1 Introduction 


D’apres Hochschild-Konstant-Rosenberg, si A est l’algebre des fonctions regulieres sur 
une variete affine V (en caracteristique 0), la cohomologie de Hochschild de A calcule les 
sections globales du faisceau des champs de multi-vecteurs sur V. Plus generalement, les 
invariants (co)homologiques de l’algebre A permettent de decrire de nombreuses proprietes 
geometriques de V. L’idee de la geometrie non commutative est d’etendre ce type de resultats 
au cadre d’algebres non commutatives. On pourra se referer, par exemple, a l’introduction 


de Particle de Nest et Tsygan NT] pour un apergu synthetique sur ces questions. Un cas 
particulierement interessant d’algebres non commutatives est celui des algebres triangulaires, 
qui jouent, dans ce contexte (au moins si leur sous-algebre diagonale est commutative), le 
role que jouent les algebres de Lie nilpotentes en theorie des algebres de Lie. Comme nous 
le verrons, les proprietes de nilpotence des algebres de Lie triangulaires se refletent d’ailleurs 
dans la suite spectrale de la cohomologie de Hochschild d’algebres triangulaires, introduite 
et etudiee dans cet article. 


Ces groupes de cohomologie ont ete tres etudies recemment dans le cas d’alg ebre s de 
taille 2 [fill CMRS. GG. MP . Rappelons en particulier les resultats de Cibils [ Cl | : la 

' A, 


cohomologie de l’algebre T = 


M-t Ao 


est reliee a la cohomologie de Hochschild de 


A = Ai x A 2 et aux groupes d’extension de M par une suite exacte longue de cohomologie. 
De plus, le morphisme de connexion s’exprime comme un produit cup. 


Nous generalisons ici la methode de Cibils aux algebres triangulaires de tailles superieures. 
Rappelons tout d’abord la construction d’une telle algebre. Soient Aj_, ... , A n des algebres 
unitaires sur un corps k, et soit, pour tous 1 < i < j < n, un Ay-Ai-bimodule non nul 
note jMj. On suppose que la collection de bimodules {jMj} est munie de morphismes pi,j,i : 
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i Mj 8 jMt —> i M\ pour tous 1 < * < j < l < n (le symbole <8 designant le produit tensoriel 
sous k), tels que les diagrammes 


Ml 8 Mj 8 jMi —- m Mi 8 Mi 


Pm,l,j ® ljMj 


o 




mMj 8 jMi 


Mi 


^m,j,i 


soient commutatifs, quels que soient \ <i<j<l<m<n. L’ algebre triangulaire T associee 
a ces bimodules est 


/ A, \ 

2M1 A2 
3 Mi 3 M2 A3 


\ nMi „M 2 


nM n — 1 A n J 


la somme et le produit de deux elements etant donnes par la somme et le produit des matrices 
carrees usuelles. La structure multiplicative de T est donnee par les morphismes et la 
connnutativite des diagrammes ci-dessus garantit l’associativite du produit de T. Un cas par¬ 
ticular d’algebres triangulaires est celui des algebres triangulaires tensorielles : les modules 
i+ a Mi pour a > 2 sont alors les produits tensoriels ;.«-'A:. « -1 ®A i+a _ 1 • ■ • i+iJWj. Le 

role des morphismes est tenu dans ce cas par les surjections canoniques Mj ®k jMi -» 
1 Mj 8Aj jMi , et l’associativite du produit de T resulte de l’associativite du produit tensoriel. 


Suivant Cl], pour etudier la cohomologie d’une algebre triangulaire T de taille n, nous 
utiliserons son carquois, qui est de la forme 


ei 


e2 


Les sommets de Q correspondent aux fc-algebres Aj, les fleches aux bimodules qiMj, et les 
chemins de longueur a {a > 2) aux bimodules La coh omolo gie de Hochschild de T 

s’exprime alors a l’aide d’un complexe de Hochschild relatif | GS1 ], dont les composantes 
sont parametrees par les trajectoires du carquois Q de T. Cette parametrisation induit une 
filtration du complexe par la longueur des trajectoires de Q , et done une suite spectrale, qui 
converge vers la cohomologie de Hochschild de T. Le propos de cet article est d’etudier et de 
decrire cette suite spectrale (au-dela du cas 2x2 qui, on l’a dit, a deja ete amplement etudie). 
Comme on pouvait l’esperer, les differentielles au niveau 1 s’expriment a nouveau, dans le cas 
general, comme des produits cup. Dans le cas des algebres triangulaires tensorielles de taille 
3, nous montrons que la differentielle au niveau 2 a des composantes nulles; nous decrivons 
un cas particular dans lequel la suite spectrale degenere au niveau 2. 


Nous appliquons enfin ces resultats a l’algebre des chemins d’un carquois sans cycles 
orientes, qui est triangulaire. Nous explicitons sur un exemplc de carquois le calcul de la suite 
spectrale. Si le carquois provient d’un complexe simplicial, nous retrouvons un resultat de 
Cibils ]C2(] . D’autre part, en considerant un carquois comme une categorie, nous completons 


des resultats de Bendiffalah et Guin [BG| sur la cohomologie de certaines categories. 
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2 Cohomologie de Hochschild relative 

La cle du calcul de la cohomologie de Hochschild d’une algebre triangulaire est la determi¬ 
nation d’un complexe plus petit que le complexe de Hochschild classique, dont la cohomologie 
est la cohomologie de Hochschild de P algebre triangulaire. Nous donnons dans cette section 
la construction d’un tel complexe, qui s’interprete comme un complexe de Hochschild relatif 

| GS| - 

Soit T l’algebre triangulaire definie dans l’introduction. Les algebres A, etant supposees 
unitaires, T a une sous-algebre remarquable 



Pour i = 1 ... ,n, on note e; £ R l’image de 1 A t par l’injection <—> T. Ces elements 

torment un systeme {ei,. .. , e n j d’idempotents orthogonaux, tel que ]TL e* = It- De plus, ce 

systeme est une fc-base de R : tout element r de R s’ecrit de maniere unique r = r ^ = 

Ei rei = r i^ii ou les Ti sont des elements de k. Soit R e = R®k R op 1’algebre enveloppante 
de R. Cette algebre possede un element remarquable e, defini par : 

n 

e := ^ e* ® e° p . 
i=t 

Lemme 2.1 Pour tout morphisme de T-bimodules f : X —> Y, il existe o : Y —> X 
R-lineaire tel que faf = f. 

PREUVE. Soit la decomposition canonique de / en une surjection suivie d’une injection 

Pi 

f : X -» Im f Y. Comme k est un corps, la surjection p adrnet une section fc-lineaire, 
et l’injection i admet une retraction fc-lineaire. La composee de ces deux applications donne 
une application fc-lineaire a : Y —> X telle que faf = f. Nous allons construire a partir 
de a une application a' R-lineaire ayant la meme propriete. Pour cela, notons S = R e , et 
considerons l’automorphisme de S e suivant : 


S e = R <g> R op ® R op ® R R ® R op ® R op ® R = S e 

p ® q op 0 r op ® s i—* p ® r op ® q op ® s. 

Soit es l’image de e ® e op par cet automorphisme. Precisement, es s’ecrit 

n 

es = ^2 e-i ® e op ® e op ® ej. 

i,j =1 

Remarquons que Horrik(Y, X) a une stucture de 5' e -module a gauche : si a G Horrik(Y,X), 
et p, q,r,s G R, alors Faction de {p ® q op ® r op ® s) sur a est donnee par 

{p®q op ®r op ®s).a :Y —> X 

y i—> p(a{rys))q. 

Posons alors o' = es-a. D’une part, a' est un morphisme de R-bimodules : en effet, pour 
r, s € R, et y £ Y, la decomposition de r et s dans la base {ei,... , e n } et la fc-linearite de a 
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permettent d’ecrire 


a'(rys) = ^ eicr(eirysej)ej = ^ ei<j(rieiyejSj)ej = ^ e^iaierye^Sjej 


i,j =i 


i,j =i 


*>j=i 


n n 

Y. rei<j(eiyej)ejS = ^ e i cr(e i ye : ,)e J ^s = ra'(y)s. 


*,i=i 


*>i=i 


D’autre part, a 7 verifie la propriete demandee, a savoir /cr'/ = / : en effet, comme / est un 
morphisme de T-bimodules, il commute en particulier avec les e*; on a ainsi pour x € X 


n n 

fa'f(x) = /( X] e * CT ( e */ i x ) e j) e j] = y e,f{a{f(e i xe j )))e j 

i,j =1 i,i=l 

n n n n 

Y e l f{e i xe j )e j = Y e i /(a;)e j = ( X! ^ 6i ) =/( x )' 0 


i,j=l i,i=l 

Proposition 2.2 Le complexe suivant 

_^ 'J'®rI +2 di >-j-®rI+1 

avec la differentielle 

i +1 

d/(ti (8) • • • (8) ti+2) = i i ® • • • ® 


i=i 


T (g)/? T —> T -+ 0 


1 U+i 


est une resolution projective de T par des T-bimodules. 

PREUVE. Tout d’abord, on a une homotopie 

Sl ■ T®Rl +1 _j. rp® R l+2 

h <8 ... ® i/+i i—> 1 <8 *i <8 ... <8 tj+i > 

qui donne l’exactitude du complexe. II reste done a montrer que T® r1+2 est projectif pour 
l > 0. Soient, dans la categorie des T-bimodules, un morphisme surjectif tt : X —» Y et 
un morphisme / : T® r1+2 —■> Y. II s’agit de montrer qu’il existe F : T® r1+ 2 —♦ X faisant 
commuter le diagramme 

q-®Rl+2 


31 FT f 

y o 


x 


TT 


Y 


0 


Or, d’apres la relation d’adjonction 

ffom T _ r (T® R,+2 ,y) S Hom R _ R (T® Rl ,Y), 

le diagramme precedent induit dans la categorie des T-bimodules un nouveau diagramme : 

q~®Rl 


f 


X 


Y 
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D’apres le lemme [2.1j il existe un morphisme de R-bimodules a : Y —> X tel que ircnr = n. 
Comme n est surjectif, cette egalite devient it a = idy. Le morphisme F = af fait done 
commuter le diagramme 


'J'QrI 



7T 


^ „. r: y -- o 

a 


En appliquant a nouveau la relation d’adjonction, on obtient le morphisme de T-bimodules 
F : T ® r1+2 —> X qui donne la projectivite de T® r1+2 . <0> 

Corollaire 2.3 Le complexe suivant 

n ; 0 - A fl —> Hom R - R (T , Hom R . R (T &R \X) ^ 

avec le cobord : 

6ix(t) = tx — xt 


Sif{h <S> • • • (8> U+i) = t x f{t 2 ® • • • <8 ti+i) 

i 

+ J2 ( _1 ) Z /(*i <s> ■ • • ® titi+x (g) . .. o t;+i) 

+(- 1 ) i+1 /(^i <8> - - - <8> ti)ti+ 1. 


calcule HH*(T,X). 

PREUVE. II suffit d’appliquer le foncteur Uomr-r( — , X) a la resolution projective de 
T donnee par la proposition precedente, puis d’utiliser les relations 

f Lromr-r(T®^+ 2 , X) = Hom R - R (T® R \ X) \/l > 0, 

\ Hom T -T{T® R T , X)^X R .<> 


Remarque 2.4 Les resultats de cette section sont un cas partic ulier d’une theorie de co- 
homologie relative developpee par Gerstenhaber et Schack [ GS1 ] (section 1). Nous avons 
en fait construit le co mplex e de Hochschilcl de T relatif a la sous-algebre R. La resolution 
donnee a la proposition 2.2 est une resolution projective de T relativement a R, ou resolution 
R-projective de T. Les proprietes de l’element e £ R e font de R une algebre separable ; e’est 
pourquoi une resolution R-projective de T est en fait une resolution projective de T (lemme 
2.1). Ainsi, la cohomologie du complexe relatif coincide avec la cohomolog ie d e Hochschilcl 
de T. Cibils a donne dans [Cl] une autre demonstration de la proposition 2.2, sans utiliser 
la notion de cohomologie relative de Gerstenhaber et Schack. 


3 Le carquois d’une algebre triangulaire 


Le but de cette section est de fournir une parametrisation des termes de la resolution 
projective donnee dans la section precedente (propostion |2.2| ). Pour cela, nous allons rappeler 
la notion de carquois dans le cas d’une algebre triangulaire tensorielle [Cl], puis l’adapter 
dans le cas d’une algebre triangulaire quelconque. 
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Definition 3.1 Soit A un anneau. Un systeme Q o d’idempotents centraux de A est un en¬ 
semble fini d’idempotents non nuls, centraux, orthogonaux, tel que X^eeQo e = 1. Le carquois 
d’un A-bimodule M non nul associe a Q o est un graphe oriente dont les sommets sonts les 
elements de Q o ; il existe une fleche entre le sommet e et le sommet e! si et seulement si 
e' Me 0. 

Soit T l’algebre triangulaire tensorielle de taille n definie dans l’introduction. On pose 
M = 2 M 1 © ... © ra M„_ 1 , et A = Ai x ... x A n . AI possede naturellement une structure 
de A-bimodule, induite par les actions de Ai + 1 et Ai sur chaque qi¥j, et l’action nulle 
pour les autres facteurs de A. A possede un systeme naturel d’idempotents centraux Qq = 
{ei,... , e n }, les e* ayant ete definis precedemment comrne les images de 1 a 4 par l’injection 
Ai c -> A. Le carquois de AI par rapport a Q 0 est 


ei 


e 2 


Nous ferons reference a ce carquois comme le carquois de I’algebre T. Les fc-algebres Ai 
correspondent aux sommets ei du carquois, les bimoclules i+\AIi correspondent aux fleches, 
et les produits tensoriels de la forme k+a.Mk+ a -i 0 . 4 fc+Q ,_i • • • 0 A fc+ i k+iMk correspondent 
aux chemins de longueur a dans le carquois. 


Definition 3.2 Une Z-trajectoire d’un carquois Q est une suite ( 7 ;,... , 7 !) de l chemins 
consecutifs de Q, sans restriction sur la longueur des chemins (les sommets du carquois, qui 
sont des chemins de longueur nulle, peuvent etre inclus dans la composition d’une trajectoire). 
On appelle longueur d’une Z-trajectoire le nombre de chemins de longueur non nulle qui la 
composent. On note |r| la longueur de la l-trajectoire t ; on a 0 < |r| < l. 


L’ensemble des Z-trajectoires est note TRflQ). Nous reprenons les notations de Cibils ]C1 | 
associees au carquois Q d’un A- bimodule M : 


pour chaque sommet e de Q, on pose M e = Ae (c’est une sous-algebre de A ); 

- si a est une fleche de Q, on pose M a = t(a)AIs(a), ou t(a ) et s(a ) designent respec- 
tivement le but et la source de la fleche a ; M a est non nul par definition des fleches de 
2 ; 


- si 7 = a p ... ai est un chemin de Q , alors on pose M 1 = M ap ©^ s ( a „) • • • ®At{a 1 ) M Ul ; 

- enfin, si r = ( 7 ^,... , 71 ) est une Z-trajectoire, alors on pose M r = M 7i ®k .. M 7i . 


Soient A une fc-algebre munie d’un systeme d’idempotents centraux Q 0 , et AI un A- 
bimodule de carquois Q associe a Qo. D’apres un resultat de Cibils [Cl], si R = ]~[; est 
la sous-fc-algebre de A engendree par Q 0 , et si Ta(AI) est l’algebre tensorielle de M sous A, 
alors la l e puissance tensorielle de Ta(AI) sous R. se decompose selon les 1-trajectoires de Q : 


( T A (M)) 0Rl = 0 M t . 

tGTRi(Q) 

La proposition suivante permet d’appliquer ce resultat a l’algebre triangulaire tensorielle T. 

Proposition 3.3 Si A = Ai x ... x A n , et AI = 2 -/Wi ©... © n M n _i, alors les algebres T et 
T A {M) sont isomorphes. 

PREUVE. On a, par definition de l’action de A sur M : 


( n— 1 x / n— 1 \ n— 1 

(J) i+iMij f i+iMi J = j+iMj 0^4 i+iAI, 
2—1 / ^ 2=1 ' i,j= 1 
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et 


7+1 Mj 0A i+lMi 


On en deduit : 


0 si j ± i + 1 , 

i+2 M i+1 <g ) Ai+1 i+iMi sinon. 


n—r—1 

M®A r = © z+r+l-^z+r ®Ai+ r i+rMi+r — 1 ®Ai + r -1 ■ - • O. 47+1 pOUl 1 ^ V ^ Tl 1, 

i= 1 

et M® An = 0 , ce qui donne 1 ’isomorphisme annonce. <C> 


Dans le cas d’une algebre triangulaire quelconque T de taille n, par analogie avec le cas 
tensoriel, on peut aussi lui associer le carquois 

Q : ei —> e 2 —*• • • •—► e„. 


Le sommet e* de Q correspond toujours a l’algebre Ai, la fleche entre le sommet et et e^+i 
correspond au bimodule qiMj, et le chemin 7 de longueur a > 2 entre les sommets e* et ei+ a 
correspond maintenant au bimodule M 7 = i +a Mi. Si r = ( 77 ,... , 71 ) est une Ltrajectoire, le 
module correspondant est toujours M T = M 7i ...< 8 fc M 7l . Ainsi, la l e puissance tensorielle 
de T sous R peut encore etre exprimee en fonction des Z-trajectoires de Q : 

T® Rl = 0 M r . 

tGTRi(Q) 


Cette decomposition de T® r1 par les Z-trajectoires de Q nous donne done une parametri- 
sation des termes de la resolution projective de T donnee par la proposition 2.2, R = ]~[ i kei 
etant bien la sous-algebre separable de T utilisee dans la section precedente : 


R = 



4 Une suite spectrale pour la cohomologie des algebres 
triangulaires 


4.1 La filtration du complexe de Hochschild relatif 


Considerons le complexe TL defini dans le corollaire 2.3, dont la cohomologie est HH* (T, X) : 


H: 0 ^ X R Hom. R - R (T 1 X) ^ Hom R - R (T® R \X) ^ ... 

D’apres la decomposition de T® r1 en fonction des Z-trajectoires du carquois Q de T, le l e 
terme de TL s’ecrit 

TL l = Hom R - R ( 0 M t ,X 

KtETR^Q) 

On en deduit une filtration du complexe TL parametree par la longueur des trajectoires de 
< 2 ; on a precisement 


0 = F n TL l C F n ~ l TL l C ... C F l TL l C ... C F l TL l C F°TL l = TL 1 , 
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avec 


F l U l = Hom R . R 


0 M T , X 

re TRi(Q) 

M>* 


La notation suivante pennet d’exprimer le module associe a une trajectoire en fonction 
des composantes de l’algebre triangulaire : 


Notation 4.1 Soient des entiers ordonnes \ < k\ < k 2 < ■ ■ ■ < &t +i < n, et des entiers 
positifs ou nuls pi, ■ ■ ■ ,Pt+i- On note Pt+1 k t+1 Mk t Pt ■ ■ - P2 k 2 Mk 1 Pl le produit tensoriel sous 


le corps k : <S> k t+ 1 Mk t Pt r^ kt ^ k 2 ±v± kl 

Pour un T-bimodule X, on note jXi := e^Ae *, et X 0 := © iXi. 


>< P2 0 k 2 M kl ®Af p \ 


l<i<n 


Nous allons etudier la suite spectrale associee a la filtration ci-dessus; elle converge a 
priori au niveau n vers HH*(T,X). Afin de faciliter la lecture, nous allons traiter le cas 
n = 3 en detail. Dans un second temps, nous formulerons les resultats pour n quelconque. 


4.2 La suite spectrale pour n = 3 


Nous considerons done 


T 


( A i 

I 2 Ml A 2 
\ 3 MI 3 M 2 A 3 


avec une application fc-lineaire p : 3 M 2 0 2 M-j —> 3 Mj qui donne la structure multiplicative 
de T. Avec la notation ci-dessus, la filtration du complexe Tt devient 


( F°H l =H l = Hom R _R(T® Rl ,X) 


< 


F l Ti l = Hotur-r^ © W® © q 3 M 2 p @ © HMi p ® © r 3 M 2 q 2 Mi p , X ) 

p-\-q—l — 1 p-\-q—l — 1 — i —2 

F 2 H l = Hotur-r ( © r 3 M 2 q 2 M 1 p , X ) 

p+q+r=l-2 


{ FW =0 sit >3. 

Les termes au niveau 0 de la suite spectrale associee sont done 

E°’ 1 = Hom R _R(A® Rl , X) , ouA = A 1 x...xA n 

El’ 1 = Hom R . R ( ©W0 © q 3 M 2 p © ® q 3 Mi p , X) 

p+q=l p+q=l p+q—l 

El’ 1 = HorriR- r ( © r 3 M 2 9 2 Mi p , X ) . 

„ p+q+r—l 

Nous allons maintenant decrire le niveau 1 de la suite spectrale : nous allons calculer les 
trois termes, puis les deux differentielles. Tout d’abord, le terme E{’* est FtFl*(A : X 0 ) = 

n n 

© HH*{Ai, iXi ); on a en effet A® r1 = © Af k \et HomR- R (Af k , X) £* Hom k (Af k , jXj). 
2=1 2=1 
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• • 1 sj. 

Proposition 4.2 Le terme est 


Ext A2 _ Al ( 2 Mi, 2 -X 1 ) ® Ext As _ A2 (3M2,3X2) 0 Ext* Aa _ Al ( 3 M 1 , 3 X 1 ). 
La demonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant : 


Lemme 4.3 [Cl] Soient B et A des k-algebres, et N un B-A-bimodule. 
Le complexe suivant 



0 q N p 

p+q—1+2 
p> 0, q> 0 

0 q N p -* . 

p+q—l+ 1 
p>0, q>0 


avec la differentielle 

di : 

q N p —» 

^~ X N P 0 q N p ~ 1 
p- 1 


ip 1? • • • ? • ■ 

• 5 1 > 

E(-!) i+1 fa- 

i=l 

. . . 5 • • • 5 j d 1 


+ (-l ) p+1 , b q _i,b q x, ai,... ,a p ) 

+ (-l) p+2 ,b q ,xa 1 ,a 2) ... ,a p ) 

9-1 

0 ^ [ ( 1 ) P *" (&1) ■ ■ ■ )bq, X, CL 1, . . . , UzUz+l, . . . , Up) 
i=l 


et e : 1 iV 1 —*• N 

( 6 , x, a) i— y bxa 

est une resolution libre de N. 


PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2. Pour obtenir la premiere composante de E\' 1 , il 
suffit de remplacer dans le lemme 4.3 N par 2 M 1 , puis d’appliquer le foncteur Hom^ a 2 -m ( — j 2X1) 
a la resolution libre de ■ Par adjonction, on obtient 


HomA 2 -A 1 ( q 2Mi p , 2 Xij = Hom,k( (J) q 2 Mi p ,2Xi 


V. p+q=l +2 

p> 0 , < 2>0 


V p+q=l 

Enlin, il reste a remarquer que l’on a aussi un isomorphisme 


Homk ( q 2 Mi p , 2 Xi j — Hottir—r | q 2 Mi p ,Xj. 
V p+q—l J V p+q=l ) 


On trouve ainsi la premiere composante de Eg' 1 . Les deux autres composantes se traitent de 
la meme maniere. •(> 


Proposition 4.4 Le terme E 2 ’* est Ext^ Ai (C, 3X1), oil C est un complexe de chaines 
dont I’homologie est Tor^ 2 ( 3 M2,2Mi). 


On peut se reporter a [W] pour la notion de foncteur ByperExt , Ext*. En particular, 
E 2 ’* est l’aboutissement d’une suite spectrale dont les termes au niveau 2 sont 




Ext p A3 _ Ai C Tor^ (3M2,2M 1 ), 3 X 1 ) 


Ext 


p+q 


3-Al)- 
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PREUVE. Soit C le complexe 

... — > 3./W2 9 2-M1 — —> 3M2 9 1 -2M\ —► ... —► 3 M2 1 2 Mi —> 3M2 2M1 —i► 0 
de differentielle definie par 

d q (y, bi,... , b q , x) = -(2/61,62,... ,b q ,x) 

q-l 

+ ^(-l) l+1 (y, h,... , bib i+1 ,... ,b q ,x) 

2=1 

+ (-l) q+1 (y,h,... ,b q _ ll b q x). 

L’homologie de C est alors li*(C) = Torf 2 ( 3 M 2 , 2-M1). En effet, C s’identifie au complexe 
3M2 ®a 2 Bar^Mi), ou Bar( 2 M 1) est la resolution Bar de 2 AR comme ©-module a gauche. 
On considere maintenant le complexe double V suivant au-dessus de C : 


l 

© r 3 M 2 q M p ^4 

p+r=Z+2 
p>0, r >0 

I 


I 

© 1 3 M2 2 Mi p 

p+r=Z+2 
p>0, r >0 

I 


I 

1 3 m 2 9 2 m 1 1 

I 

3 Ad 2 q 2 M 1 

I 

0 



I 

1 3 M2 2M1 1 

i eo 

3M2 2Mi 

i 

0 


La q e colonne de V est une resolution libre de 3 M 2 9 2 Mi, du meme type que la resolution 
libre du lemme |4.3| . L’expression des differentielles horizontales de V est semblable a celle de 
la differentielle de C. 

Lemme 4.5 Le complexe double V est une resolution de Cartan-Eilenberg de C par des 
A 3 -A 1 - bimodules. 

Ce lemme suffit pour conclure la preuve de la proposition : il reste a appliquer a T> le 
foncteur Hotua^-Ax (— , 34 ©, et a prendre le complexe total Tot® [Horn a 3 -a x (T>, 3 ©)), qui 
est isomorphe a la troisieme colonne de la suite spectrale : 

(Tot® (Ham a 3 - Al iV, 3 X 1 ))y ^ Horn a 3 . a \ 0 r 3 M 2 * 2 M 1 p , 3*1) 

p+< 7 +r=*+2 
p>0, r>0 


— Hom,R-R^ (J) r 3 M 2 q 2 Mi p , = Eq'*. 

p+q+r=* 

La cohomologie de ce complexe est alors Ext^ 3 _ Ai (C, 3 X 1 ). 


PREUVE DU LEMME 4.5. Ilya deux points a verifier 
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1. Pour tout q > 0, les bords B^ q (V) de la differentielle horizontale de V torment une 
resolution projective de B q {C), le q e bord de C. 

2. Pour tout q > 0, les groupes d’homologie H f J q (V) par rapport a la differentielle hori¬ 
zontale de V torment une resolution projective de H q (C). 

Pour montrer ces deux proprietes, il suffit de remarquer que la differentielle horizontale 

d^q '■ r 3 M 2 q 2 Mi p — r 3 M 2 q 1 2 Mi p 

p-\-r=l-\- 2 p-\-r—l-\- 2 

p>0,r>0 p>0,r>0 


s’identifie a 

0 (-l) r+1 1a 3 0 • • • ® l a 3 © d q © l^i © • • • © 1,41, 

p+r=Z+2 
p> 0, r >0 

ou d q est la q e differentielle de C. On a done les identifications 


' Z* g (V) = Ker dl q * © r (Kerd q ) p = © r (Z q (C)) p 

p-\-r=l-\- 2 p+r=Z+2 

p>0,r>0 p>0, r>0 

< 

B* q {V) = Im d ? tq+1 * © r {lmd q+1 ) p = © r {B q (C)) p 

p-\-r=l-\- 2 p-\-r—l-\- 2 

k p>0,r>0 p>0,r>0 


Ainsi, B p q (D) -» B q {C ) est de la rnerne forme que le complexe donne au lemme 4.3 ; e’est 
done une resolution libre de B q (C). On a de plus : 


H^qiV) 


ns r W)Y 

p>0, r >0 


= © '( 
p+r=Z+2 
p>0, r>0 


£,(C) 


= 0 r (^ 9 (C)) P , 

p+r=Z+2 
p>0, r>0 


done H+ {D) -» H q {C) est encore une resolution libre. <> 


Nous avons done completement explicite les termes du niveau 1 de la suite spectrale; la 
ligne l est 


HH l (A 1 ,iXi) 0ii Ext l A2 _ Ai ( 2 M\, 2 X \) ,, 

© HH l (A 2 , 2 X 2 ) -A-* © Ext l A3 _ A2 ( 3 M 2 , 3 ^ 2 ) Ext^ 3 _ Ai (C, 3 A 1 ). 

© HH l (A 3 , 3 X 3 ) © E X t l A3 _ Ai ( 3 Mi, 3 Xx) 

II nous reste maintenant a expliciter les deux differentielles. Pour cela, rappelons tout d’abord 
que pour / G Hom k (Af kl , iXl) et 0 G EndA 2 -A 1 { 2 M 1 ), on definit l’element 0 ^ / de 
Horrik{ 2 M\A® k , 2 X\) de la maniere suivante : 

0 -/: sMrAf** —■> ^ 

(a:,01,... , ai) 1—» 6 (x)f(a 1 ,...,ai), 

le produit 2 Mi © 1 X 1 —> 2 Xi etant induit par la structure de T-module a gauche de X 
T © X —> X. Le produit cup ainsi defini induit un produit en cohomologie : 

EndA 2 ~Ai(2Mi) © HH l (Ai , iXj) —> Ext A2 _ Ai ( 2 Mi, 2 Xi); 
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En effet, on verifie facilement que 5(9 ^ /) = —6 ^ 5f. De la meme fagon, pour 9 £ 
End,A 3 -A 2 (3M2) et / £ HomA 2 -A 1 {2MiAf k _1 , 2 Xi), on peut construire un element 6 ^ f 
de HomA 3 -A 1 (3M2 2AdiAf kl ~ 1 , 3 Xi) de la maniere suivante : 

9 ^ f : 3M2 2M1 1 —► 3 Xi 

(y,x,ai,... , ai-i) 1—> 9(y)f(x , on,... , a z _ 1); 

cette construction induit aussi un produit cup en cohomologie : 

EndA 3 -A 2 {,3^2) ® ExtA z-Aj^^Mi, 2X1) —> Ext54 3 _ Ai (C, 3X1). 


Proposition 4.6 La premiere differentielle du niveau 1 


d °{ 1 : HH l (A u rX,) ® HH l (A 2 , 2 X 2 ) © HH l (A 3 , 3 X 3 ) 

—► Ext l A2 _ Ai (2M1,2^1) © Ext l Aa _ A2 { 3 M 2 ,3-^2) © Ext l As _ Ai (3M1,3X1) 
est donnee par la somme de produits cup : 

/ + fl + /i 1 — + 1 2 Mi ^ / + (—l) i+1 .9 ^ 1 2 Mi 

+ 1 3 m 2 w 5 + (—1/ +1 /i ^ 1 3 m 2 

+ I3M1 w / + (—l) i+1 h ^ 1 3 Mi , 


om Iat designe le morphisme identite du module N. La seconde differentielle 

d\' 1 : Ext l A2 _ Ai (2M 1 , 2 X 1 )®Ext l A3 _ A2 ( 3 M 2 , 3 X 2 )©Ex 4 3 _ Ai (3M1,3X1) —> Ext^ 3 _ Ai (C, 3X1) 


est donnee par 

f + g + h 1 —+ 1 3 m 2 ^ / + ( — l ) i+2 3 ^ 1 2 Mi + 5h, 

oil 5h est definie pour h : q 3 M\ p —> 3X1 par 5h = (—1 ) q+1 h o ( 1 ® 3 9 © p, © 1 ® 3 P ) : 

q 3 M 2 2 Mi p —► 3^1- 

Les resultats de cette proposition decoulent de calculs directs. Nous terminons l’etude du 
cas n = 3 en dormant dans le cas des algebres triangulaires tensorielles une condition pour 
que la suite spectrale degenere au niveau 2 : 

Proposition 4.7 La suite spectrale de cohomologie associee a Valgehre triangulaire ten- 
sorielle 

I 2 AI\ k I 

\ 3AI2 © 2M1 3M2 A 3 ) 

degenere au niveau 2. 

La demonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant : 

Lemme 4.8 Pour une algebre triangulaire tensorielle de taille 3 


l * 

2M1 

\ 3 M2 ®A 2 2 All 


A2 ) 

3 M 2 a 3 ) 
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la differentielle au niveau 2 de la suite spectrale de cohomologie associee 


d: E 2 ’ 1 = Ker d° 


,o ,i 


E- 


2,1-1 


Im d\ l 


= E. 


2,1-1 


est nulle sur les composantes de E 2 ' 1 dependant de A\ et A3 : 


d° 2 l ( K [HH l (A 1 ,iX 1 ) ® HH l (A 3 , 3 X 3 )) PKer d°{ 1 ^ = 0 . 

En effet, dans ce cas, la proposition [O] en decoule : comme HH*(k, 2X2) = 0 si * > 0 , le 
terme E 2 ’* pour * > 0 est exactement ( HH*(A ll 3X3) ® HH*(A 3 , 3X3)) Cl Ker dj’* ; d’apres 
le lemme la differentielle d 2 ’* est done nulle. 


PREUVE DU LEMME fD| Soit / G Hom k (Af l , 3X3) et he Hom k (Af l , 3X3) des cocy¬ 
cles. La differentielle horizontale appliquee a / + h a quatre composantes : 


! 1 2 Mi ^ / £ 

h ^ 1 3 m 2 £ 

1 3 M2®A 2 2Mi ^ f £ 
h W ^3M2<S)A 2 2^1 £ 


Hom^AhAf , 2X3) 
Hom k (Af 2 M 3 , 3*2) 
Hom k {3M 2 <gu 2 2M3A® 1 

Hom k (Af l 3 M 2 <8 >a 2 2M3 


3X3) 

3 -^ 1 ). 


Si f + h est dans Ker d®' 1 , alors ces quatre elements sont des cobords par rapport a la 
differentielle verticale, e’est-a-dire qu’il existe 


( 4> £ Hom k ( 2 M3Af l 1 , 2X3) 

I V’ £ Hom k (Af l 1 3 M 2 , 3X2) 

I X £ Hom k ( 3 M 2 0a 2 2XI 1 Af l ~ 1 , 3X1) 
l £ £ Hom k (Af l l 3M 2 <8>a 2 2M3 , 3^1) , 


tels que, pour x G 2^1, y G 3M2, an ,... ,ai G A3 et ci,... , c/ G A3, les egalites suivantes 
soient verifiees : 


4>(xa3 ,... ,a{) + ]T(- 1 ) 4>( x , ■ ■ ■ ,aia i+ 3 ,...) + ... ,az_i)az = xf(a3 ,... ,a z ) 

i=l 

l-l 

C3ip(c 2 ,... ,y) + • • )C*Ci + i,... ,y) + (-l) l iji(c 1 ,... ,ay) =/i(ci,... ,a)y 

i=l 

l-l 

X(y®xa3,... ,ai) + J2 (-l)’x(j/®®) • ■ • , a%a%+ 1, • • •) + {-l) l x{y®x, ai,... )ai = y®xf{a3 ,... ,ai) 

i=l 

Z —1 

ci^(c 2 ,... ,ci,y®x) + X](-l)’£(. • ■ )CjC i+ 1,... ,y®x) + (-l)^(ci,... ,ciy®x) = /i(ci,... ,ci)y®x. 

2=1 


Pour obtenir un representant de d 2 ’ l (f + h), il reste a appliquer a </>, " 0 , x et £ l a deuxieme 
differentielle horizontale; on obtient ainsi que 

d 2 ’ l {f + h) : 3M2 2 M3A l 1 1 ® A3 X 3 M 2 2.M3 —» 3X1 


est donne par : 

d 2 \f + h)((y,x, on, ■ ,oz-i) + (ci,... ,ci- 3 ,y',x')) 

= y<t>{x,a3 , ■ • ■ , Qz-i) - x(.y®x,a3, ■ ■ . ,o z _i) + (-l) z (^(ci,... ,ci-i,y')x' - £(d,... , c;_i, y'<8>x')). 
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Or c^’ (/ + M ne depend pas du choix des quatre elements (p, ip, % et £. Remarquons alors 
que Ton peut definir \ et £ en fonction respectivement de </> et de ip, de fagon a ce qu’ils 
verifient les egalites demandees, en posant : 

f X(y®x,ai,... ,ai-i) = ycp(x,ai,... ,ai-i) 

\ £(ci, • • • ,ci-i,y®x) = ip(ci,, ci-i,y)x . 

Les morphismes \ et £ sont bien definis, car (p et ip sont A2-lineaires, respectivement a gauche 
et a droite. En effet, la differentielle verticale appliquee a <p> a deux composantes : l’une dans 
Homk( 2 MiAf' 1 , 2X1), qui est par hypothese 1 2 Mi ^ /, et l’autre dans Homk(A 2 2 MiAf l ~ 1 , 2 Xi), 
qui doit etre nulle. Cela signifie explicitement que l’application 

A 2 2 AIiA 1 1 1 —► 2 X\ 

(b, x,a\,... , ai-i) 1—> b<p(x,ai,... ,ai-i)-<p(bx,ai,... 

est nulle; ainsi <p est bien 4.2-lineaire a gauche. On montre de la meme fagon que ip est 
24 . 2 -lineaire a droite. En ecrivant alors y et £ sous la forme ci-dessus dans l’expression de 
d 2 ’ l (f + h), on obtient d%’ l (f + h) = 0. <C> 

4.3 La suite spectrale pour n quelconque 

Nous allons terminer cette section en donnant des resultats pour n > 3 . Sous des hy¬ 
potheses de projectivite sur certains modules, les termes du niveau 1 de la suite spectrale 
seront des sonnnes de groupes d’extension. Dans le cas general, il suffirait de remplacer 
dans les calculs les foncteurs Ext par des foncteurs HyperExt emboites. Par ailleurs, les 
differentielles au niveau 1 s’expriment encore a l’aide de produits cup. 

Rappelons que les termes au niveau 0 de la suite spectrale sont 


= Hom R . R 0 M T , X 


\t£TR,(Q) / 

M=t 

oil le module M T , associe a la /-trajectoire t de longueur t, est de la forme 

Mr = Pt+1 k t+1 Mk t Pt ■ ■ . P2 k 2 M kl Pl , avecpi + ... +p t +i = l-t. 

Supposons alors que pour tout i variant de 2 a t, pour tous entiers pi+i ,... ,pt, les 41 - 
modules 

k t+ 1 M Pt t . . p,+ 1 k i+1 Mki k i Mk i _ 1 ®A ki _ 1 ■ • ■ ®A k2 k 2 XIk x 

sont projectifs. 

Proposition 4.9 Sous Vhypothese de projectivite ci-dessus, le niveau 1 de la suite spectrale 
est donne par 

' El’* = HH*{A,X 0 ) 

E\' = © Ext* A _ A .(i+ a Mi , i +a Xi) 

< l<i<n—1 

I l<a<n— i 


El’* = 


© Ext A A hl {k t+ 1 Mk t ®A kt ■ ■ ■ ®A k2 k 2 Xtk 1 5 t > 2 . 


l<ki<...<kt+i<n 
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Le calcul des termes E et E\’* est le meme que dans le cas n = 3 et ne demande 
pas d’hypotheses supplementaires. En revanche, nous allons utiliser le lemrne suivant pour le 
calcul de E\' * pour t> 2 : 

Lemme 4.10 Soient A une k-algebre, N et N' des A-modules respectivement a droite et a 
gauche. Si N<g) k N' est projectif comme A e -module, alors le complexe suivant : 


U : 


N l+1 N' 


di 


N l N' 


N 1 N’ -► NN' -> 0 


de differentielle 

di : N l+1 N' —> N l N' 

(x, oi,... ,ai,x') i—> (xai,a 2 ,... ,ai,x') 

i -1 

+ JZ(-l) 1 ( x , a U--- i a i a i+h ■ • • ,ai,x') 

i =1 

+ (-1)' (x,ai,... , ai-i, aix') 


est acyclique en degre > 0, et son homologie en degre —1 est N® A N'. 

PREUVE. II suffit de remarquer que H s’identifie au complexe (IV (g*. N ') (g^e Bar (A), 
de differentielle d* = —1 N® k N' <g d*+i, ou ( Bar,d) est la resolution Bar de A. Le A e - 
module N ® k N' etant suppose projectif, le foncteur (TV ® k TV') — est exact. Comme 
Hi(Bar^(A)) = 0 pour l > 0 et H 0 (Bar^(A)) = A, on obtient : 


Eti(lZ) = 0 pour l > 0, 

= N® k N’® A eA S N® a A® a N' 9* N® a N'. 0 


PREUVE DE LA PROPOSITION 4.9 


On reprend le complexe du lemme 4.3, en remplagant N par kt+1 M k . 


Soit une suite d’entiers fixee 1 < k\ < ... < kt+i < n. 


© 


Pt+1 . 


yi M k t 


Pt 


k 2 M kl 


Pi 




Pt 


P3 k 3 M k / 2 k2 M kl : 
k2 M kl —> 0 . 


p t+ i+pi=Z+2 

p t+ i>0,pi>0 


C’est une resolution libre de kt+1 M kt Pt ... P3 k3 M k2 P2 k2 M kl . On fait maintenant varierp 2 dans 
le complexe double suivant : 


I 

© Pt+ ' kt+1 M kt p E.. p z k2 M kl Pl 

p t+ i+pi=Z+2 

Pt+i >0, pi>0 

I 


I 

kt+1 M kt Pt .. . p > k2 M kl —+0 
I 


0 

p t+ i+pi=Z+2 

p t+ i>0,pi>0 

© 

p t+ i+pi=Z+2 

p t+ i>0,pi>0 


I 

p ^ kt+1 M kt p *...\ 2 M kl p ' 

i 

p ^ kt+1 M k p E.. k2 M k p ^ 


I 

kt+1 M kt p A . } k2 M kl —>0 

I 

kt+1 AI kt Pt ... k2 M kl >0 


l 

0 
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Les lignes de ce complexe double sont des resolutions libres du type de celle donnee au 
lemme [Dj. En particulier, les lignes sont acycliques, done le complexe total £>2 l’est aussi. 
On considere alors le sous-complexe S2 forme par la derniere colonne. On lui applique le 
lemme 1 . 1 C| en supposant kt+ 1 M p '' ■ • - P3 k 3 M k2 k 2 M kl projectif comrne -module. Ainsi 
l’homologie de S 2 est nulle en degre > 0, et vaut .. P3 k 3 M k2 < 8 >A k2 k 2 M kj en degre 

— 1. De la suite exacte longue d’homologie associee a la suite exacte courte de complexes 
0 —► S 2 —* $2 —* B 2 /S 2 —> 0 , on tire : 

Hi(B 2 /S2 ) = 0 pour l > 0, 

H-i(B 2 /S 2 ) = kt+1 M% ■ ■ ' P3 ^ 3 ®M 2 k2 M kl . 

On augmente alors B2/S2 par kt+1 M Pt .. A 3 k 3 M k2 ®A k k 2 M kl , et on decale les indices d’un 
cran. On a done obtenu une resolution libre de fc t+ 1 MjP* .. , P3 k 3 M k2 ®A k2 k 2 M kl : 


0 ^ kt+1 Mll.. P3 k 2 M k r 


k t+1 M% ... p3 k3 M k2 ® Ak2 k 2 M kl - 0. 


Pt+1+P2 +Pl—Z + 2 

p t +i>0,pi>0 


On itere alors ce precede, en faisant varier successivement pi (2 < i < t) dans un complexe 
double Bi, en supposant que fct+ 1 M£* .. Pi+1 ki+ 1 M ki ki M k i _ 1 ®A ki _ 1 ■ ■ ■ ®A k2 k 2 M kl est pro¬ 
jectif comrne -module. On obtient finalement une resolution libre de kt+ 1 M kt ®A kt ■ ■ 
k 2 M kl comrne A kt+ 1 -A kl -bimodule : 


® 


Pt+1 k t+1 M kt 


‘ 


M k J 


kt +1 M k t ®A kt ■ ■ ■ ®A ko k 2 M kl 


0 . 


p t +i+...+pi=i+2 

p t+ i>0,pi>0 


Pour finir, on applique a cette resolution le foncteur HoiriA kt+1 -A kl ( — , kt+ i X kl ) et on sim- 
plifie en utilisant la formule d’adjonction habituelle. On retrouve ainsi une des composantes 
du terme Eq 1 de la suite spectrale, dont la cohomologie est done 

Ext *A kt+1 -A kl {kt+iMkt ■■■k 2 M k 1 , k t+1 X ki y 0 

Pour terminer, nous explicitons les differentielles au niveau 1 de la suite spectrale. 
Proposition 4.11 La premiere differentielle au niveau 1 est : 


0 HH’iA^jX-j) 

1 <j<n 

fl + . . . + f n 


Ext l A . +ct _ A . [i +a Mi , i +a Xij 


l<i<n-l 
1 <a<n—z 


0=1 V 0=1 


/, + (-i) m E f, -1 

0—1 


Mi-s 


Nous allons maintenant donner une expression des differentielles d\ l pour t > 0; pour 
cela, rappelons que l’on note pour 1 <i < j <1 <n 

010,i : iMj <g> jMi —> [Mi 

les morphismes qui permettent de definir le produit de T. 

Proposition 4.12 Soit 

f ■ Pt+1 k t+ 1 M kt Pt ■ .. P 2 k 2 M kl Pl —► k t+ 1 X kl , avec p 1 + ...+ p t+ 1 =l-t , 
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un representant d’un element de la composante Ext l Ak _ Ak (k t +\Mk t ® A kt ...® A^M^, i+ a Xi) 
de E 1 ^ 1 . La differentielle dY, restreinte a cette composante, est alors donnee par : 


ki~l 

£( 

fc 0 =i 


* t+ 2 M kt+1 ^f + X)(“ 1 ) I+ 2 ^ 1 ‘ 1 M ‘ 0 


d¥f £ i* 

fct+2=fct + l+l 
t k i+ i-l 

+ £ £ (_i)p«+i+ -+Pi+i+*-*+ i / 0 (i®pt+ i +-w+ i +t-i 8w . +i ^ iS 

i=l a=fci+l 


, + ...+pi+i-l\ 


5 Applications 

5.1 Algebre des chemins d’un carquois sans cycles orientes 

Nous considerons dans cette section l’algebre sur un corps k associee a un carquois sans cy¬ 
cles orientes. Nous montrons qu’elle est triangulaire, et que sa cohomologie peut etre calculee 
en utilisant la suite spectrale construite a la section [|. 

Definition 5.1 Soit Q un carquois, et k un corps. L’algebre des chemins de Q sur k, notee 
kQ, est la k-algebre de base I’ensemble des chemins de Q, et dont le produit est donne sur la 
base par la composition des chemins quand elle est possible, et par 0 sinon. 

Nous allons considerer dans la suite deux types de carquois : les carquois sans cycles 
orientes et les carquois a niveaux. Un cycle oriente dans un carquois est un chemin dont le 
but coincide avec la source. Un carquois sera dit a n niveaux si on peut indexer ses sommets 
par e{,.. . ,e l f,... , el, ... , e^ n , de fagon a ce qu’il n’existe pas de fleche entre les sommets 
e* et e{ si r > s. 

Proposition 5.2 Soit Q un carquois connexe sans cycles orientes. Alors I’algebre des chemins 
de Q est isomorphe a une algebre triangulaire. 

Cette proposition est une consequence immediate des deux lemmes suivants : 

Lemme 5.3 Si Q est un carquois connexe sans cycles orientes, alors on peut ordonner les 
sommets de Q de fagon a obtenir un carquois a niveaux. 


Lemme 5.4 Si Q est un carquois a niveaux, alors I’algebre kQ est triangulaire. 


PREUVE DU LEMME 5.2 Rappelons tout d’abord qu’un carquois est un graphe oriente 
fini ; soit N le nornbre de sommets du carquois sans cycles orientes Q. Nous allons montrer 
que Ton peut munir Q d’une structure a N niveaux; cette construction n’est pas canonique, 
et, dans la pratique, le nornbre de niveaux de Q pourra etre inferieur. Remarquons qu’il existe 
(au moins) un sommet de Q qui n’est le but d’aucune fleche; nous dirons qu’un tel sommet 
est initial. Une construction des niveaux de Q se fait par induction sur les sommets initiaux. 
Soit e un sommet initial; on definit le niveau 1 de Q comme le niveau de e. On considere alors 
le carquois dont l’ensemble des sommets est Q \ {e}. Ce carquois n’a pas de cycles orientes, 
il possede done un sommet initial e'. On definit le niveau 2 de Q comme le niveau de e!. On 
itere ce procede jusqu’au N e sommet de Q, qui formera le niveau N. <J> 


PREUVE DU LEMME 5.4 Si Q a n niveaux, on note pour tout r G {1,... , n} e].,... ,e l r r 
les sommets formant le niveau r de Q, et on considere la L-algebre A r dont la base comme 
L-espace vectoriel est {el ,... , e l r r }. De plus, pour r £ {!,... , n — 1}, et s £ {r + 1,... , n}, 
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on considere s M r le fc-espace vectoriel dont la base est l’ensemble des chemins de tous les e l r 
vers les e{. Alors l’algebre k.Q est l’algebre triangulaire 


/ Ai 

2 Mi A2 

\nM 1 ■■■ 


\ 


%M n _ 1 A n ) 


les applications : t M s ® k s M r —> t M r etant induites par la composition des chemins de Q 
quand elle est possible. < 0 > 

Nous allons maintenant expliciter le calcul de la suite spectrale sur un exemple de carquois 
sans cycles orientes : 


Q : 


L’algebre k.Q des chemins de Q est triangulaire tensorielle de taille 3 : 

kQ = 


k 

k k 
k 4 fc 4 k 2 


La cohomologie de Hochschild de kQ a valeurs dans kQ peut etre calculee a l’aide de la 
suite spectrale construite a la section Soit H le complexe de Hochschild relatif de kQ par 
rapport a la sous-algebre separable 


R = 


dont le terme de degre l est H l = Homn_n({kQ)® Rl ,kQ ), et dont la cohomologie est 
HH*(kQ). La suite spectrale associee a la filtration de H par la longueur des trajectoires de 
Q n’a au niveau 1 qu’une seule ligne non nulle : 


R = k 4 


k © Endtf _fe(/c 4 ) © End.^2 _fc(fc 4 ) 


Endi-2_ k (k 4 ) . 


En effet, les groupes d’extension de puissances de k sont nuls en degre positifs. Les deux 
differentielles sont : 

d° : k 4 —> k © End k 2 _ k (k 4 ) © End k 2 _ k {k 4 ) 

(at,/3, 7,(5) 1 —> {[a-(3)id k 4 , </>, ^) 
ou et ip sont les applications : 


(P ~ l)id k 2 

0 


0 

{P - S)id k 2 


, ip = 


(a - 7 )id k 2 

0 


0 

(a — 5)id k 2 
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et 

d 1 : k @ End k 2 _ k (k 4 ) ® End k 2 _ k (k 4 ) —* End k 2 _ k {k 4 ) 

(A, i —* \id k 4 + (/> — ijj. 

On a ainsi : 

( Ker d° = k , Ker d 1 = k © End k 2 _ k {k 4 ) , 

( Im d° = k 3 , Im d 1 = End k 2 _ k {k i ). 

D’ou les termes de niveau 2 de la suite spectrale, et done les groupes HH*(kQ) : 

HH°(kQ ) S k , HH 1 (kQ) = k e , HH*(kQ ) = 0 pour * > 2. 


5.2 Liens avec des resultats anterieurs 


La suite spectrale construite a la section [j, et l’application aux carquois sans cycles ori- 
entes, generalisent un resultat de Cibils sur l’algebre d’incidence d’un complexe simplicial. 
Soit E un complexe simplicial de dimension finie. On associe a E un carquois Qe : les som- 
mets sont les simplexes de E, et il existe une fleche entre le sommet a et le somrnet r si et 
seulement si dim r = dim a + 1 et le simplexe a est contenu dans le simplexe r. Ce carquois 
a des niveaux naturels donnes par la dimension des simplexes de E, ainsi l’algebre fcQs est 
triangulaire. Soit I l’ideal de kQ £ engendre par les differences 7 — 7 ', ou 7 et 7 ' sont des 
chemins de memes extremites (de tels chemins sont dits paralleles). L’algebre kQ-^/I est alors 
l’algebre d’incidence du poset associe a E sur k ; ellc est encore triangulaire. D’apres Ger- 
stenhaber et Schack psl . la cohomologie de Hochschild de l’algebre kQ^/I a valeurs dans 
elle-meme est isomorphe a la cohomologie simpliciale de E a coefficients dans k. Utilisant cet 
isomorphisme, Cibils a construit dans [C 2 une suite spectrale de cohomologie convergeant 


vers iL*(E,fc), dont le niveau 1 est concentre sur la premiere ligne. Ce resultat peut aussi 
se deduire de la suite spectrale construite a la section [i|; en effet, comrne dans l’exemple 
precedent, la nullite des groupes d’extension superieurs de puissances de k implique que seule 
la premiere ligne du niveau 1 de la suite spectrale est non nulle. 


Par ailleurs, si C est une categorie finie, on peut lui associer la fc-algebre kC des morphismes 
de C : sa base comrne fc-espace vectoriel est l’ensemble des morphismes de C, et son produit 
est induit par la composition des morphismes. Par exemple, si Ton considere la categorie 
Cq induite par un carquois Q, les objets de Cq etant les sommets de Q, et les morphismes 
de Cq les chemins dans Q, alors l’algebre des morphismes de Cq coincide avec l’algebre des 
chemins de Q. On peut definir la cohomologie de Hochschild d’une categorie C comrne la 
cohomologie de Hochschild de l’algebre kC. Bendiffalah et Guin ont etudie dans (BG| la 
cohomologie des categories musclees. La suite spectrale construite a la section || permet de 
calculer la cohomologie des categories dont l’algebre des morphismes est triangulaire. Ces 
deux situations coincident pour une categorie muscle , dont l’algebre est triangulaire de taille 
2 . 
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